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Eine topologisdhe Gharaktertsierung der kongruenten
Transfoί mationen in En
Von Hidetaka TERASAKA.
Die klassische Grundlegung der ebenen Euklidischen Geometrie von
D. Hubertλ) begrίindet auf die Stetigkeitsbetrachtung wurde zuerst von
v. Kerekjartό 2) υnd dann von Montgomery und Zippin3) auf den Raum
ausgedehnt. Wie die letzt genannten Autoren bemerkt haben, kόnnte
man das Problem auch vom Standpunkte aus in Angriff nehmen, den
S. S. Cairns4) fίir den FalΓ der Ebene aufgenommen hat. Im folgenden
werden wir versuchen, eine Charakterisierung der Gruppe von kongruen^
ten Transformationen der ^-dimensionalen Euklidischen (und hyperboli-
schen) Geometrie zu geben, indem wir ein System von Axiomen aufstel-
len, die, wie bei Cairns, auf den Begriff der involutorischen Transfor-
mationen beruhen.
Unser Resultat hat eine Ahnlichkeit mit jenem von H. Busemannδ)
bei seiner metrischen Charakterisierung des w-dimensionalen Euklidi-
schen Raumes und mόge deshalb zur topologischen Charakterisierung
desselben Raumes dienen.
§ 1. AXIOME*
Der im folgenden in Betracht kommende Raum ist ausschlieβlich der
m-dimensionale Euklidische Raum Em (m^2).
ι) D. H u b e r t : Uber die Grundlagen den G e o m e t r i e . Math . Ann. 56, 1902 (Grundlagen
der Geometr ie , 7te Aufl., Anhang IV.)
2) B. von Kerek jar tό : On a geometr ica l theory of cont inuous g r o u p s I I . Eucl idean
and hyperbolic g r o u p s of the three-dimensional space. Ann. of M a t h . 29, 1928.
3) D. M o n t g o m e r y and L. Zippin : Topological g r o u p foundations of r ig id space geo
m e t r y . T r a n s . A m e r . Math . Soc. 48, 1940.
4) S. S. Cairns : An axiomatic basis for plane geometry. Trans. Amer. Math. Soc.
35, 1933.
5) H, B u s e m a n n : On Leibniz ' s definition of p l a n e s . A m e r . J o u r n , of M a t h . 63, 1943.
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D e f i n i t i o n en. Eine involutorische, topologische Transformation
A des E':n auf sich selbst soil Axialsymmetrisierung heiβen, wenn A die
Punkte einer abgeschlossenen Menge a und nur diese festlafit, welche
topologisches Bild der gewohnlichen Geraden ist. Dabei wollen wir die
Menge a die Achse von A nennen.
B e z e l c h n u n g e n . Die kleinen lateinischen Buchstaben α, 6, s,
x usw. bezeichnen Punkte von Em. Die Axialsymmetrisierungen wer-
den mit A, B, S, X usw. und diezugehόrigen Achsen mit den entspre-
chenden kleinen griechischen Buchstaben a, β, σ, ξ bezeichnet.
dn—>a soil bedeuten, daβ die Folge von Punkten a,, a., . . . , a
n
,
. . . gegen den Punkt a konvergiert. a
m
 bedeutet
u
eine Teilfolge von a
n
.
Bezeichnet T eine Transformation, die einen Punkt x oder eine
Menge λ in y bzw. in μ ϋberfiihrt, so schreiben wir y = T (x) oder
Wir betrachten nun die Gruppe von Transformationen @, die folgen-
den Axiomen genϋgen :
A x i o m I. © ist eine Gruppe von topologischen Transformationen
des Em auf sich selbst, die von Axialsymmetrisierungen erzeugt wird.
A x i o m Π t . Es gϊbt eine und nur eine Axialsymmetrisierung in
@, die jedes gegebene Paar von verschiedenen Punkten festldBt.
A x i o m IL . Es seien a
n
 —• a , b
n
 -> 6 , a 4= & > und set S
n
 die
Axialsymmetrisierung von (§>, die die Punkte a
n
 und b^ festldBt, und
ferner S die Axialsymmetrisierung von @, die die Punkte a und b
festldβf dann gilt S
n
-*S,-d. h. es gilt fur jeden Punkt x die Kon-
vergenz S
n
 (pή —> S (a?).
A x i o m III. Es seien a
n
~-±c, b
n
-±c und sei T
n
 die Transformation
von © mit T
n
{a
n
)-+cf dann gilt awch T
n
(b
n
)-+cr.
Unser Zweck ist es, die kongruenten Transformationen von Em
mittels © zu characterisieren.
§ 2. D I E SENKI^ECHTEN*
Wenn α Φ b , so gibt es nach Axiom I eine und nur eine Axialsym-
metrisierung S, die a und 6 festlaBt. Also :
1. Wenn α Φ 6, so gibt es eine und nur eine Aches durch a
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und b .
D e f i n i t i o n e n . Die Achse durch a und b (α Φ δ) wird mit a ^ b
bezeichnet ein einfacher Bogen auf a w b von beiden Endpunkten a
und b heifit Segment und wird mit (α, δ) bezeichnet.
Wie bekannt gilt :
2. Wenn A und B Axialsymmetrisierung en sind und β die Achse
von B bezeichnet, so ist ABA, d. h. A B A~ι, die Axialsymmetrisie-
rung mit der Achse A (β).
Wenn a die Achse einer Axialsymmetrisierung A und b ein nicht
auf a gelegener Punkt, so gilt Λfenbar A (6) Φδ . Da A die Achse
b ^  A (b) = β auf sich selbst abbildet und dabei b und A (b) miteinander
vertauscht, so lafit A einen und nur einen Punkt auf β invariant.
Dieser Punkt muB auf a liegen, da a die samtlichen Fixpunkte bei
A ausmacht, und wir sehen, dafi a und β einen Punkt gemeinsam
haben. Bezeichnet B die Axialsymmetrisierung mit der Achse β, so ist
ABA nach 1. die Axialsymmetrisierung mit der Achse A(β) — β, d. h.
A B A =•-= B . Daher A B = B A . Wenn umgekehrt f υr zwei verschiedene
Axialsymmetrisierungen A und B die Beziehung A B -•= B A gilt, so
muβ die Achse a und β von A bzw. B einen Punkt gemeinsam haben.
Dabei erlitt β durch A eine die Richtung umkehrende Abbildung auf
sich selbst. Zusammenfassend haben wir :
3. Es sei b ein Punkt auβerhalb der Achse a einer Axialsymmetri-
sierung A . Dann hat die Achse β durch b und A (b) mit a einen und
nur einen Punkt gemeinsam und es gilt A B --=B A , wobei B die
Axialsymmetrisierung mit der Achse β--=b^A(b) bezeichnet. Umge-
kehrt, wenn A und B zwei verschiedene Axialsymmetrisierungen mit
den Achsen a bzw. β mit der Beziehung A B ^ B A bezeichnen, so
haben a und β einen Punkt gemeinsam. Dabei erlitt β durch A eine
die Richtung umkehrende Abbildung auf sich selbst.
D e f i n i t i o n e n . Wenn A B = B A , so nenneη wir die Achsen
a und β senkrecht aufeinander und schreiben a ± β. Den Durchsch-
nitt von β und a nennen wir ferner die Projektion von b auf a .
4. Durch jeden Punkt ausserhalb einer Achse geht eine und nur
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eine Senkrechte auf dίeselbe. Zwei Achsen, die in verschiedenen Punk-
ten irgendeine Achse senkrecht durchsetzen, haben keinen Punkt ge-
meinsam.
Aus 2. und 3. ergibt sich :
5. D i e I n v a r i a n z d e r O r t h o g o n a l i t a t . Wenh a±β, so
anch T(a)±T (β) fur jedes T von ©.
§ 3. KONVERGENZ.
6. Wenn A
n
 eine Axialsymmetrisierung mit einem Fixpunkte a
n
ist und a
n
 -> a , so gibt es eine Teilfglge A
m
 von A
n
 und eine Axialsym-
metrisierung A derart, daβ A
m
-*A und A{a) = a gelten.
Beweis. Es sei S™"1 eine Kugelflache des Em vom Mittelpunkt a
und sei b
n
 ein gemeinsamer Punkt von a
n
 (die Achse von A
n
) mit S"1"1.
Es sei b
m
 eine Teilfolge von &„, die gegen einen Punkt 6 von S™"1 kon-
vergiert. Nach Axiom IL gilt dann A
m
-*A, wobei A
m
 und A die
Axialsymmetrisierungen, die a und b
m
 bzw. a und b festlassen, bezeich-
nen, w. z. b. w.
7. E r w e i t e r u n g von A x i o m III. Sind S
n
 und S Axialsym-
metrisierungen mit S
n
 —>• S und x
n
 —>x , so gilt S
n
0O-1*S (x).
Beweis. Setzt man S(x
n
) = x
n
f
, S(x)^xf, so hat man der Reihe
nach :
( i ) trivialerweise xf -> x!,
(ii) xj -*xf (die Stetigkeit von S .)
(iii) S
n
S(x')-»xr, da nach Annahme S
n
S(x0 =• S
n
(x)-*S(x) = xf.
Demnach ergibt sich im Hinblick auf Axiom III :•> S
n
S (x
n
r)-*xr, was
gleichbedeutend ist mit S
n
(x
n
)-*S(x).
Hieraus folgt insbesondere :
8. Wenn a
n
 —> a , b
n
 -± b , a Φ 6 und wenn S
n
 und S die Axialsymme-
trisierungen mit den Fixpunkten a
n
 und b
n
 bzw. a und b sind} so gilt
Sn(x
n
)-*S(x) falls x
n
 -># .
9. Zu jeder gegebenen Umgebung U von a kann man eine Umge-
bung V von a finden* derart, daβ fur jeden Punkt b und jeden Punkt
x von V und fur jede Axialsymmetrisierung B .mit B (b) — b die
Beziehung B(x)eU gilt.
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Bewβis. Im entgegegesetzten Falle gabe es namlich eine gegen a
konvergierenden Folge von Punk ten b
n
, eine Folge von Axialsymmetri-
sierungen B
n
 mit B
n
(b
n
)=- =-b
n
 und eine gegen a konvergierende Folge
von Punkten c
n
 derart, daB B
n
{c
n
) auBerhalb U liegen. Betrachte man
dann eine Umgebung W von a mit W <[ U und sei d
n
 ein gemeinsa-
mer Punkt der Achse von B
n
 mit der Begrenzung B (W) von W. Wahlt
man eine gegen einen Punkt d von B (W) konvergierende Teilfolge d
m
von d
n
, so konvergieren B
m
 gegen eine Axialsymmetrisierung mit den
Fixpunkten a und d . Da cTO -> a , so muβ nach 7. S w (cOT) —> 5 (a) = α
sein, was ein Widerspruch ist, da S
m
(c
m
) nicht e J7 war. Damit ist
unsere Behauptung bewiesen.
§ 4. PROJEKTION
10. Die Projection y des Punktes x auBerhalb einer Achse a auf
a ist eine stetige Funktion von x .
Beweis. Es sei x
n
 £ a und x
n
 -> x fc a . Es seien y
n
 und y die
Projektionen von x
n
 bzw. x auf a. Ist A die Axialsymmetrisierung
mit der Achse a, und setzt man A(x
n
)=--=x
n
r
 und A(x) = xf, so gilt
xj ~^x' infolge der Stetigkeit der Abbildung A. Also gilt nach IL
X
n
 -> X, wenn X
w
 und X die Axialsymmetrisierungen mit den Achsen
ίr
w
 w χ?/ bzw. x -^^  x
f
 bezeichnen. Wahlt man einen beliebigen, von
y verschiedenen Punkt a auf a und setzt man af—X(a), a
n
r
 ~X
n
{a,),
so gilt insbesondere
X
n
{a) ~> X(a), d. h. a
n
' -> α ' .
Dabei liegt α' auf α , da α nach 3. durch die Abbildung X auf sich
selbst abgebildet wird, und zwar wird das Segment [a, α') durch X
auf sich selbst in entgegengesetzter Richtung abgebildet. y muβ infol-
gedessen innerer Punkt von (α, α') sein, da y ein Fixpunkt bei X ist,
und ebenso ist y innerer Punkt von (a, a
n
r) wenigstens fϋr hinrei-
chend groBes n . Also liegen die samtlichen Haufungspunkte von y
n
 auf
(α, α r) . Jeder Haufungspunkt yQ von 2/« fallt indessen mit y zusam-
men. Denn, ware yQ =\= y, und konvergiert eine Teilfolge ym von yn
gegen yQ, so gilt nach 7., weil ym -> ?/0 und Zw ι -^ Z,
Hidetaka TERASAKA
Auf der anderen Seite gilt Xm(3/m)~Vm-*yo-9 was mit (*) im Wider-
spruch steht. Also muβ y0 = y sein und wir haben tatsachlich yn -> y,
womit die Stetigkeit der Projektion bewiesen ist.
11. Konvergiert eine Folge von auβerhalb einer Achse a liegenden
Punkte x
n
 gegen eίnen Punkt a von a, so konvergieren die Projek-
tionen von x
n
 auf a auch gegen a.
Beweis. Man schlage urn a als Mittelpunkt eine Kugel des Em, die
alle x
n
 im Inneren enthalt und sei b
n
 ein gemeinsamer Punkt von x
n
 ^
y
n
 mit der Kugelflache. Es sei b
m
 eine gegen einen Haufungspunkt
b von b
n
 konvergierende Teilfolge derselben. Bezeichnen X
n
 und X die
Axialsymmetrisierungen mit den Achsen x
n
 ^ y
n
 und a —- b , so ist X
m
 ->
X, da x
mr
*a und b
m
-*b gelten. Es ist insbesondere
X
m
 (a) -+ X{a) = a.
Da aber y e {a, X
m
(α))< Λ gilt, so muβ y
m
->a sein. Wir sehen
hieraus, daβ jede Teilfolge y
m
 von y
n
 eine weitere konvergente Teilfolge
y
τ
 enthalt, was dann und nur dann geschieht, wenn y
n
 selbst eine
konvergente Folge ist. Es ist also y
n
->a, womit die Stetigkeit bewie-
sen ist.
10. und 11, liefern zusammen:
12. D i e S t e t i g k e i t d e r P t o j e k t i o n . Die Projektion des
Punktes x von Em auf eine gegebene Achse a ist eine stetige Funktion
von x.
13. Durch jeden Punkt a einer Achse a geht mίndestens eine
Achse β, die auf a senkrecht steht.
Beweis. Es sei (p, q) ein a im Inneren enthaltendes Segment auf
a und man wahle Punkte x und y auβerhalb a und genϋgend nahe an
V bzw. q, so daβ die Projektionen von x und y auf a genϋgend nahe
an p bzw. q fallen. Dabei sollen x und y auf derselben Seite von a
gewhalt werden, wenn der vorliegende Raum Em die Ebene ist. Ver-
bindet man dann x und y durch einen zu a fremden Jordanbogen und
lafit man einen variablen Punkt t auf diesemi von x aus nach *y durch-
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laufen, so stimmt die Projektion von t auf a an einer Stelle mit a
ϋberein. Die an dieser Stelle auf a errichtete Senkrechte ist die gesuchte.
§ 5
β
 TRANSFORMATION AUF EINER ACHSE,
14. Wenn eine Achse a durch eine Transformation T von ® auf
sich selbst abgebίldeί wird ohne ihre Rίchtung zu umkehren, und wenn
T dabei eίnen Punkt von a fesίldβt, so laβt T alle Punkte von a fesί.
Beweis. Es sei T (a) = a e a . Wir nehmen im Gegenteil zur Be-
hauptung an, daβ es einen Punkt b auf a niit T φ) Φ b gibt, und wollen
daraus einen Widerspruch herleiten. Man darf nur den Fall, daβ
T (b) : (α, b) gilt, allein zu berϋcksichtigen, da man anderenfalls statt
T die Inverse T~ι zu betrachten hat. Da (a, b) also durch T auf sein
echtes Teilsegment (α., T(b)) abgebildet wird, so wird (a, T(b)) seiner-
seits durch T auf sein echtes Teilsegment (a, T2 (b)) abgebildet. Im
allgemeinen wird (α, T'1-1^)) auf sein echtes Teilsegment (a, Tn (b))
abgebildet, und somit konvergieren Tn (b) gegen einen Punkt 60 des
Segmentes (α, b). Es bestehen demnach die folgenden beiden Bezie-
hungen :
Wendet man nun Axiom III auf diese Beziehungen zusammen mit der
trivialen
an, so ergibt sich sofort
T-n(bn+λ) -> 6.
Auf der anderen Seite gilt nach Annahme
Γ-»(&««-i) = y-» rn + 1(6) = Γ(6) Φ 6,
womit ein Widerspruch entstanden ist', und damit haben wir die Rich-
tigkeit des Satzes bewiesen.
Aus 14. folgt unmittelbar :
8 Hidetaka TERASAKA
15. Wenn zwei Transformationen T1 .und T2 von @ eine Achse a
auf sίch selbst abbilden, ohne ihre Richtung zu umkehren3 und dabei
einen Punkt a von a in denselben Punkt ϊώerfuhren, so gilt fur jeden
Pnnkt x von a : T
λ
 \x) -•= T2 (#).
Wir haben ferner :
16. Wenn zwei Trans formationen T
Ύ
 und T2 von @ eine Achse a
auf sίch selbst in entgegengesetztem Sίnne abbilden und dabei einen
Punkt a von a festldβty so gilt fur jeden Punkt x von a : Tλ ix) =-— T2(x).
17. Es gϊbt eine Axίalsymmetrisίertmg, die einen gegebenen Punk-
te a einer Achse a festldβt, iind die a in entgegengesetztem Sinne
auf sich selbst abbildet.
Beweis. Es sei β nach 13. eine Achse, die in a auf a senkrecht
steht. Dann ist die Axialsymmetrisierung mit der Achse β die ge-
suchte.
18. Es gίbt eine Axialsymmetrisierung S , die zwei gegebene Punk-
te a und a1 einer Achse a vertauscht, und die a in entgegengesetztem
Sinne auf sich Selbst abbildet,
Beweis. Falls a^=af, so existiert S nach 17. Es sei also α=f=α'.
Man errichte dann in a und in af Senkrechten auf a, nehme darauf
und auβerhalb a Punkte p und pr, und verbinde diese mit einem zu a
fremden Jordanbogen y.. (Falls der vorliegende Raum Em die Ebene ist,
so haben wir p und pf auf derselben Seite von a zu wahlen). Zieht man
vom variablen Punkte s von y Senkrechte auf a und bezeichnet man
mit S die Axialsymmetrisierung mit dieser Senkrechte als Achse, so
ist S (a) eine stetige Funktion vdn s, die sich von a aus nach der an-
deren Seite von ar stetig andert, wenn s sich auf y von p aus nach ρr
bewegt. Es gibt folglich eine Stelle von sy wo S(a) mit af zusammen-
fallt. OίFenbar gilt dann auch S(a')=-a. S ist also der gesuchte Axi-
alsymmetrisierung.
Durch zwei Transformationen T
λ
 und T2 von @, die a im entgegen-
gesetztem/ Sinne auf sich selbst abbilden und die einen Punkt a von a
in einem anderen Punkt b von af ϋberfίihren, erlitt a eine und dieselbe
Abbildung, denn, T2TΎ ist ersichtlich eine die Richtung erhaltende
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Abbildung von a auf sich selbst, die a invariant laBt, also nach 14. fϋr
alle x von a T2 T1 (x) = x gilt, d.h. T3 (x) *= T2 (x). Insbesondere sind
T
λ
 und T2 beide involutorisch auf a. Dies erlaubt uns, folgende Defi-
nition aufzustellen :
D e f i n i t i o n . Wenn α Φ & ist und wenn T eine Abbildung von
&, die a und b vertauscht, so heiβt der Fixpunkt von T auf der Achse
a ^ b die Miίte des Segmentes (a , b).
Wir haben dann, wie wir oben gesehen haben :
19. Es gibt fur jedes Segment eine und nur eine Mitte. Sie ist
innerer Punht des Segmentes.
20. Es seien a und b zwei Punkte auf eίner Achse a. Es gibt
dann mindestens eine Transformation T von ®, welche a die Richtung
erhaltend auf sich selbst abbίldety und welche a in b ϊώerfuhrt.
Beweis. Falls α = 6, so leistet die Identitat das gewίinschte. Es
sei also α φ δ . Bezeichnet man mit Si die Transformation von ©,
die a und b vertauscht und ferner mit £2 eine solche, die a in entge-
gengesetztem Sinne auf sich selbst abbildet, und die b festlaBt, so ist
S2St die gesuchte Transformation.
D e f i n i t i o n e n . Eine die Richtung erhaltende Abbildung einer
Achse auf sich selbst, die durch eine Transformation von © induziert
wird, heiBt eine Parallelverschiebung. Eine die Richtung umkehrende
Abbildung der Achse a auf sich selbst, die durch eine Transformation
von © induziert wird, heiβt eine Umlegung von a.
Wir haben dann folgendes gesehen :
21. Auf jeder Achse a gibt es eine und nur eine Parallelver-
schiebung bzw. eine und nur eine Umlegung, die einen belίebίgen PunJcί
von a in einen anderen Punht b von a uberfilhren.
§ 6. VERGLBIGHUNG DER SEUMENTE AUF DERSELBEN ACHSE*
D e f i n i t i o n e n und B e z e i c h n u n g e n . Wenn zwei verschie-
dene Punkte a und b durch eine Transformation T von ® in die Punkte
a
f
 und bf ίibergefϋhrt werden, so heifien die Segmente (α, b) und (α', 60
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miteinander kongruent und werden mit ( a , 6 ) s ( a ' , 60 bezeichnet.
Nach 18. ist dann (α, 6)^(6, a). Jedes Segment (α, 6) ist mit keinem
seiner echten Teilsegment kongruent, wie man genau so wie beim Beweis
von 14. durch Heranziehung von Axiom III sehen kann. Schreibt man
(α, 6) < (af, 60 ((α, 6) heiBt kleiner als (α', 60), wenn (α, 6) mit einem
echten Teilsegment von (ar, br) kongruent ist, so gilt fur jedes Paar
von Segmenten (α, 6) und (α', 60 eine und nur eine der Relationen
(a, &)§§(>', 60. Ebenso erkennt man leicht, daβ aus (a, 6) < (α', 60
<(α", 6") die Beziehung (a, 6) < (α/;, 6'θ'folgt Es ist also
22. Unter den Segmenten derselben Achse bestehen die Kongruenz-
und Grtjβenbeziehungen. Diese genugen den gewohnlίchen Gesetzen
der Kongruenz sowie der Groβenordnung.
Auf Grund der Existenz der Mitte des Segmentes beweist man wie
iiblich folgendes :
23. E i n f ϋ h r u n g d e r K o o r d i n a t e a u f d e r A c h s e . Zu
jedem Punkt x der gegebenen Achse a kann man eine reelle Zahl
ξ r= ξ (x) so znordnen, daβ
\ξiχ) - Hv)\ = l l («0 - ^(2/01
dann und nur dann gilt, wenn (x , y) kongruent mit (xr, yr) ist.
D e f i n i t i o n e n . ξ{x) heiBt die Koordinate des Punktes x auf
a. Der Punkt o mit ξ (p) = 0 wird der Koordinatenanfangspunkt ge-
nannt. Unter Ltinge des Segments (x, y) verstehen wir ferner den
Wert \ξ (x) — ξ(y) | . Wenn ξ (x) < f (i/) ausfallt, so schreibt man x <y .
Die Frage nach der Mδglichkeit der Vergleichung der Segmente
auf verschiedenen Achsen ist viel schwieriger zu erledigen. Dies soil
erst in spateren Paragraphen geschehen.
§ 7. GLEICHMAESSIGE KONVERGENZ*
24. Wenn a
n
->c> bn-*c, so ko?ivergieren die Segmente (α
w
_, b
n
)
selbst gegen c .
Beweis. Es sei U eine beliebige Umgebung des Punktes c. Nach
9. gibt es eine spharische Umgebung V von c derart, daβ
 %fϋr jede
Axialsymmetrisierung S, die einen Punkt x von V festlaBt, und fur
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jeden Punkt y von V, die Beziehung S (y) s U gilt. Wir behaupten,
daβ, wenn a
n
 und b
n
 Punkte von V sind, auch (α
n
, δ j < £ 7 sein muβ.
Im Gegenteil zu dieser Behauptung nehmen wir an, es gabe ein
iβn, b
n
), das einen Punkt p auBerhalb U enthalt. Die Achse a
n
 w b
n
wird durch p in zwei Teile zerlegt, deren einer, etwa a , den Punkt a
n
,
und deren andere, etwa β, den Punkt b
n
 enthalt. Verbindet man a
n
und b
n
 in E™ durch eine Strecke, so enthalt sie eine Teilstrecke a b,
von dessen Endpunkten a zu a und 6 zu β gehdrt, und die iibrigens zu
a
n
 ^ b
n
 fremd ist. OfFenbar gehoren a und b ganz zu V und das Seg-
ment (a, b) von a
n
^b
n
 enthalt den Punkt p. Lafit man einen Punkt s von
a aus nach b langs der Strecke a b wandern, und betrachtet man die
Axialsymmetrisierung S, welche die Senkrechte von s auf a
n
 ^ b
n
 als
Achse besitzt,^  so ist S (α) eine stet ige Funktion des Punktes s. Wenn
s genugend nahe an a liegt, so liegt S (α) auch genϋgend nahe an a,
und S (a) ist dann Punkt von a. Wenn s dagegen genϋgend nahe
an 6 herankommt, so kommt S(a) auf β zu liegen. Es gibt deshalb
eine Stelle auf der Strecke ab , wo S(a) = p gilt. Dies steht aber im
Widerspruch zur Eigenschaft von V, da S(a) Punkt von V sein muβte.
Wir haben somit erkannt, daβ {a
n
, b
n
)<CU gelten muβ, solange a
n
 und
b
n
 zu V gehoren.
Da U beliebig war, so ist damit die Richtigkeit des Satzes bewie-
sen.
25. G l e i c h m a β i g e K o n v e r g e n z d e r S e g m e n t e . Wenn
a
n
-*a und b
n
-±b, so konvergieren die Segmente (a
n
 , b
n
) gleίchmdRίg
gegen (a , b).
Beweis. Wir nehmen eine beliebige Umgebung U von (a, 6) und
zeigen, daβ (a
n
, b«)< U fur fast alle n. Dabei kδnnen wir annehmen,
daβ α φ ί ) ist, da andernfalls der Satz schon in 24. als richtig bewiesen
ist.
Bezeichnet man mit S
n
 und S die Axialsymmetrisierungen, die a
n
und b
n
, bzw. a und b festlassen, so folgt nach Voraussetzung S
n
 -* S,
also insbesondere S
n
 (α) -> S (α) — α gilt. Nach 24. gilt dann (α , S
n
 (α))
—> α . Ist p
w
 die Projektion von a auf a
n
 ^ b
n
 , so hat man p
n
 -> α , da
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:
Pne(β> S
n
(a)) ist. Zusammen mit α
w
—»α schliefit man hieraus, indem
man wieder 24. zu Hilfe nimmt, (α
n
, p
n
) - * α . Ebenso hat man (6
n
, q
n
)
-> 6, wenn q
n
 die Projektion von 6 auf a
n
 ^ b
n
 bezeichnet. Es genϋgt
folglich statt (a
n
, 6 W ) < C/ nur (p n , g n ) < 17 zu zeigen fίir fast alle w.
Lafit man einen beweglichen Punkt x auf (α, 6) von Λ aus nach
6 wandern, so bewegt sich die Projektion von x auf a
n
 ^ b
n
 stetig von
p
n
 aus nach q
n
. Mithin ist jeder Punkt von (α
n
, δ
n
) die Projektion
irgendeines Punktes von (a, 6).
Ware nun die Behauptung, daβ fur fast alle n (α», &„)< 17 sei,
falsch, so gabe es fur unendlich viele n Punkte von (α
n
, b
n
) auβerhalb
U es seien p
m
 (m = nlf n2, . . . ) Punkte von (α w , 6m) auβerhalb Z7. Ent-
sprechend jedem p
m
 gibt es dann nach dem obigen auf (α, 6) einen
Punkt x
m
, dessen Projektion auf (α
m
, 6
m
) mit p
w
 zusammenfallt. Da
die Punkte x
m
 einen Punkt x0 des (α, 6) als Haufungspunkt besitzt, so
kann man aus x
m
 eine gegen xQ konvergierende Teilfolge xz auswahlen.
Aus Xι —> o^ folgt dann nach 8. Sz (xι)-± S (α?0) t=Λ?0. Auf Grund von
24. schlieβt man hieraus (xl9 Sι(xι))—>x, woraus Pι—*x0 folgt, da pte
(xι> S
ι
(Xι)) war, entgegen der Annahme. Es muβ also fίir fast alle n
{βn, 6
n
)<CZ7 sein, wie behauptet. Da U beliebig war, so erkennen wir
hieraus, daβ (α
w
, b
n
) gleichmaβig gegen (α, 6) konvergieren.
26. Wenn a
n
—>a und b
n
-±b, so konvergieren die Mitten c
n
 von
(βn * bn) gegen die Mίtte c von (a, b).
Beweis. Alle Haufungspunkte der Mitten c
n
 von (a
n
, b
n
) sind nach
25. Punkte von (a, 6). Es sei c0 eine von ihnen, und sei cm eine Teil-
folge von c
n
 mit c
m
 -^ c0. Bezeichnet man mit £„ die Axialsymmetri-
sierung, die a
n
 und 6W vertauscht, so gilt Sm (cm) — cm-»c0, mithin
nach 6. es eine Teilfolge Sz von Sm gibt mit Sz -> S, wo S eine Axial-
symmetrisίerung bedeutet, die a festlafit. Aus at -> a folgt dann nach 7.
S
ι
{a
ι
)-+S(a). Da auf der anderen Seite S
z
(aJ==62->& gilt, so muβ
5(α) = 6 sein. c0 stimmt also mit der Mitte c von (α,'&) iiberein.
Da jede Teilfolge von c
n
 eine gegen die Mitte c von (α, 6) konver-
gierende Teilfolge enthalt, so konvergieren c
n
 selbst gegen c, w. z. b. w.
D e f i n i t i o n . , a und 6 heiβen in bezug auf c zueinander symme-
trisch, wenn c die Mitte des Segmentes .(a, 6) ist.
27. Wenn a
n
-+a und b
n
->b, so konvergieren die in bezug auf b
n
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zu a
n
 symmetrischen PunJcίe c
n
 gegen den in bezng auf b zu a sym-
metrischen Punkt c .
Beweis. Es sei S
n
 eine oder die Axialsymmetrisierung, die b
n
 festlafit,
und die, falls a
n
 4= b
n
, a
n
 ^ b
n
 im entgegengesetztem Sinne auf sich
selbst abbildet. Nach 6. gibt es eine Teilfolge S
m
 von S
n
 derart, dafi
S
m
 -> S und S (6) = b fur eine passend gewahlten Axialsymmetrisierung
S gelten. Aus a
m
-*a folgt daher nach 7. S
m
 (a
m
) -* S (α), d. h. S
m
(a
m
)
= m^ -> >S (α). Aus a
m
 -> α und cTO ~* S (α) folgt nach 23., dafi die Mitten
b
m
 von (a
m
, (?TO) gegen die Mitte von (α, S (α)) konvergieren. Da aber
6OT _> & , so muβ 6 die Mitte von (α , S (α)) sein. Es ist somit S (α) — c,
und wir haben c
m
 —> c . Da man aus jeder Teilfolge von c
w
 eine gegen
c konvergierende Teilfolge auswahlen kann, so gilt tatsachlich c
n
-»c.
Auf Grund der Satze 26. und 27. haben wir ohne Schwierigkeit :
28. Es seien a
n
 -> α , b
n
->b , a
n
^b
n
 und a^b . Mαw /iί:fcre αw/
jeder. Achse a
n
 ^ b
n
 und α ^ 6 c£ie Koordίnaten ξ in der Weise ein,
daβ ξ (α
w
) = 0 , f (&„) = 1 wwώ f (α) = 0 , £ (6) = 1 aus fallen. Dann kon-
vergieren fur jede reelle Zahl a die Punkte x
n
 von a
n
 ^ b
n
 mit ξ (x
n
)
= cc gegen den Punkt x von α ^ 5 mit ξ (x) = a.
Diesen Tatbestand drϋcken wir wie folgt aus :
29. R e g u l a r i t a t d e r F a m i l i e v o n A c h s e n . Die Menge
der Achsen bίldet eine regulare Familie von Kurven.
§ 8. EXISTENZ DES HALBIERUNGSSTRAHLES DES W I N K E L S
D e f i n i t i o n e n . Jede Achse zerfallt durch jeden ihrer Punkte a
in zwei zusammenhangende Teile. Jeder dieser Teile soil einschliefilich
a der von a ausgehende Strahl heifien und mit (α b oc) bezeichnet
werden, wo b ein beliebiger Punkt auf dem Strahl bedeutet. Die bei-
den Strahlen nennt man dabei zueinander enίgegengeseίzt. Als Projek-
tion von einem Punkt auf einen Strahl erklart man die Projektion
dieses Punktes auf die Achse, die den namlichen Strahl enthalt. Man
schreibt ferner (a
n
 b
n
 oo) —• (a b co), wenn a
n
 ~> a , &„-*&, a
n
φb
n
 und
α φ δ bestehen
e
D e f i n i t i o n . Wenn auf jedem von einem Punkt 0 ausgehenden
Strahl p ein von o verschiedener Punkt x = x (p) eindeutiger Weise be-
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stimmt ist derart, daβ x (n
n
) -> x (p) gilt, falls p
n
-* p ist, so heiβt die
Menge von Punkten x(p) Pseudosphdre mit dem Mittelpunkt ό, und
wird mit P(p) bezeichnet.
30. Fur jeden Punkt o des Em gίbt es eine Pseudosphdre mit dem
Mittelpunkte o .
Beweis. Es sei A die abgeschlossene Hϋlle einer beschrankten Urn-
g ebung von o. Auf jedem von o ausgehenden Strahl p projiziere man
die samtlichen Punkte von A und sei x = x (p) der von o entferntest
gelegener Punkt davon auf p. Behauptet wird, daβ x — x (p) eine Pseu-
dosphare ausmacht.
In der Tat gibt es erstens auf jedem Strahl p eindeutiger Weise
einen von o verschiedenen Punkt x (p). Zweitens sei p
n
-> p und setze
man x (/>„) = x
n
 . Es seien R
n
 und R die Axialsymmetrisierungen mit
den Achsen p
n
 bzw. p, und seien ferner a
n
 und a diejenigen Punkte
von A, deren Projektionen mit x
n
 bzw. mit x ϋbereinstimmen. Ist ar
ein Haufungspunkt von a
n
 und wahlt man eine gegen ar konvergierende
Teilfolge a
m
 von a
n
, so gilt nach 7. R
n
(a
n
)-+R(flf), da R
n
 - > β . Dann
konvergieren x
m
 , namlich die Mitten von (α
m
 , R
m
 (α
m
)), gegen die Mitte
von (α', R(αr)), d. h. gegen die Projektion xf von αr auf p . Da x der von
o entferntest gelegener Punkt unter den Projektionen der Punkte von A
war, so gilt xr <jx. Andererseits gilt aber x <x!. Denn, fίir die Projektion
y
m
 von α auf p
m
 gilt zunachst infolge der Beschaίfenheit von x
m
 y
m
<_χm-
Da aber aus R
m
 (α) -> R (α) die Konvergenz y
m
-±x folgt, so muβ in der
Tat x<Lx! sein. Aus diesen beiden Ungleichheiten folgt χ = χ'
m
 -
Aus dem Bewiesenen erkennen wir, daβ jede Teilfolge von x
n
 eine
konvergente Teilfolge enthalt, woraus x
n
 -» x unmittelbar folgt. Der Satz
ist damit vollstandig bewiesen.
31. Jede Pseudosphψe P zerlegt EΛ- in zwei Gebίete. Jeder Punkt
von P ist von den beiden Gebieten αus erreichbαr.
Beweis. Fϋhren wir auf jedem vom Mittelpunkt der P ausgehen-
den Strahl die Koordinate ξ derart ein, daβ dem Mittelpunkt der Wert
0- und dem Punkte auf P der Wert 1 zugeordnet werden, so wird jedem
Punkte x von Em eine nicht negative Zahl definiert, die eine eincleutige,
stetige Funktion von x ist. Ersichtlich bildet die Menge x mit ξ (x) < 1
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ein beschranktes und die Menge x mit £(#)>1 ein unbeschranktes Gebiet,
wahrend P als die Menge ξ (x) = 1 mit der Grenze dieser beiden Gebiete
ubereinstimmt. Ferner ist jeder Punkt von P von den beiden Gebieten
aus radial erreichbar.
D e f i n i t i o n e n . Zwei von einem Punkt o ausgehende Strahlen
(o a oo) und (o 6 co) bilden einen Winkel z α o 6 . Die beiden Strahlen
heiBen Schenkel des Winkels und der Punkt o der Scheίίel des Win-
kels. Falls die Schenkel eines Winkels zueinander entgegengesetzt sind,
so spricht man von einem gestreckten Winkel.
Es sei γ die Achse der Axialsymmetrisierung C, die die Schenkel
eines nicht gestreckten Winkels zlaob vertauscht. Da die Projektion
des von o verschiedenen Punktes von (o aoo) auf γ niemals mit o zusam-
menfallt, so liegfc sie auf einem und demselben von den beiden von o
ausgehenden Strahlen auf γ .
D e f i n i t i o n . Dieser Strahl soil der Halbίerungsstrahl des Win-
kels Z^aob heiBen. Fur gestreckten Winkel ist jeder vom Scheitel des
Winkels ausgehende, auf dem Schenkel senkrecht, stehende Strahl ein
Halbierungsstrahl.
Nach diesen Vorbereitungen sind wir jetzt imstande, das Ziel die-
ses Paragraphen zu erreichen :
22. Jeder Winkel besίtzt mindestens einen Halbierungsstrahl.
Beweis. Wir schlagen urn den Punkt o als Mittelpunkt eine Pseu-
dbsphare P, und bestimmen auf P einen beliebigen Punkt a. Der
Schnittpunkt des zu (p a co) entgegengesetzten Strahles mit P werde
mit a>!< bezeichnet.
Es sei X die Axialsymmetrisierung, die o und den variablen Punkt
x auf P festlaβt, und sei x11 der Schnittpunkt des von o ausgehenden,
durch den Punkt x'~X(a) gehenden Strahles mit P . x11 erweist sich
dann leicht als eine stetige Funktion des Punktes x .
Betrachtet man nun die Projektion y von a auf o w
 x 9 so ist y als
Mitte des Segmentes (α, xr) = (a, X(a)) wieder eine stetige Funktion
von x. y ist oίfenbar Punkt des Strahles (ox co) falls a? = α, weil
dann y mit a ίίbereinstimmt, wahrend y Punkt des zu (o x co) entge-
gengesetzten Strahles ist, falls x = a*, weil dann wieder y ~ a ausfallt.
Mithin stimmt y an einer Stelle von x mit o ijherein, wenn x von a
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aus nach.'α* wandert.
Man ordne nun fur jeden Punkt x von P den Punkt z folgender-
mafien zu : z sei gleich xlf, falls y zu (p x co) gehort, und 2 sei gleich
α*, falls 2/ nicht zu (ox co) gehort. Offenbar ist 2 auch eine stetige
Funktion von x. Wir behaupten, daβ z alle Punkte von P durchlauft.
Zum Beweis dieser Behauptung nehmen wir das Gegenteil an, und
sei c ein Punkt auf P, der niemals mit z zusammenfallt. Bezeichnet
c * den Schnittpunkt des zu (oc co) entgegengesetzten Strahles mit
P, so geht (z, c *) nach Annahme durch den Punkt o nicht. Bestimmt
s
man also auf (z, c *) fur jedes ί(0.^ ί^ 1) den Punkt zt9 so daβ das
Verhaltnis der Langen (vgl. Definition auf Seite 10) von (z, zt) und
(s*-» c*) wie ί und 1 — t steht, und bezeichne man den Schnittpunkt
des Strahles (p zt <χ>)' mit P durch vt9 so ist v, eine stetige Funktion
von x und t.
Ebenso bestimme man auf (x, z) den Punkt x8, so daβ das Verhalt-
nis der Langen von (x, x
s
) und (α,, z) wie s und 1 — s steht, und
bezeichne man den Schnittpunkt des Strahles (o x
s
 co) mit P durch u99
so daβ wieder eine stetige Funktion u
s
 von den beiden Variablen x und
s hergestellt wird.
Betrachtet man nun eine (m — l)-dimensionale Euklidische Sphare
Sm~1 von Em mit dem Mittelpunkt o und projiziert man die Punkte u8
und vt von o aus geradlinig auf dieSelbe, so bekommt man eine stetige
Schar von Abbildungen φ von P auf Sm~ι, wobei φ fίir s = 0 mit der
zentralen Abbildung von P auf S1""1 und fur ί = 1 mit der Abbildung des
einzigen Punktes c* auf S"*"1 ϋbereinstimmt. Das steht aber mit dem
bekannten Satz von Borsuk6) im Widerspruch, da o dem beschrankten
Gebiete von den beiden durch P geteilten Gebieten von Em angehόrt.
Damit haben wir bewiesen, daβ z alle Punkte von P durchlauft.
Es sei nun ein Winkel A<*>! o br gegeben. Schlagt man um o als
Mittelpunkt eine Pseudosphare P und seien a und 6 die Durchschnitte
von (p ar co) und (p br co) mit P\ Infolge des obigen Ergebnisses gibt
6> K. Borsuk : Uber Schnitte der w-dirαensionalen Euklidischen Raume. Math. Ann.
106 (1932) S. 247, 11. Satz. Vgl. W. Hurewicz and H. Wallman : Dimension Theory (1941),
Theorem VI. 10.
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es auf P einen Punkt x , welchem der Punkt z mit z = b entspricht.
(o x co) ist dann der gesuchte Halbierungsstrahl des Winkels /. a1 o &'.
33. Jeder rdehl gestreelcle Winkel hat civ en v'nd nur einen Halbie-
rungsstrahh
Beweis. Durch jede Transformation T von &, welche die Schenkel
(o a co) und (o5ω) des vorgelegten Winkels vertauscht, wird a nach 14.
in einen und denselben Punkt af — T(a) ϋbergefϋhrt. Da alle Halbίe-
rungsstrahlen von zl a o b durch die Mitte von (α , a!) hindurchgehen
mϋssen, fallen sie alle zusammen, womit die Eindeutigkeit bewiesen ist.
Die Existenz des Halbierungsstrahles war ja der Inhalt des vorigen
Satzes 32.
Offenber gilt :
34. Es sei / α o b eίn nichί gesir.eckter Wίnkel und sei (o , a)
ΞS (o, 6). Dann steht der Halbierungsstrahl von z_ a o b senkrecht
auf a w b und zwar geht er durch die Mitte von {a, b).
Beim Beweis von 32. war dort der Punkt xlf eine eindeutige, stetige
Funktion von x. Wie wir soeben gesehen hahen, ist x umgekehrt eine
eindeutige Funktion von x"', solange x'f nicht mit a * zusammenfallt.
Deshalb ist x eine stetige Funktion von x" innerhalb P — a *. Damit
haben wir:
35. Der Halbierungsstrahl des Winkels zl a o x ist eine eindeutige,
stetige Funktion von ( o χ ω ) , solange (o x co) nicht zu (o a co) entgegen-
gesetzt zu liegen kommt. Wenn (ox oo)—>(o a oo), so konvergiert der
Halbierungsstrahl von z. a o x gegen {pa co).
Infolge der Existenz des Halbierungsstrahles erkennen wir die Exi-
stenz der Transformation von @, welche eine vorgelegte Achse a auf
eine andere vorgelegte Achse af abbildet. Wahle man in der Tat auf a
und a' beliebig Punktepaare o und a bzw. or und af und fίihre man
zunachst o durch eine Axialsymmetrisierung SL in o
!
 ϋber. Dabei gehe
a in a" ϋber und sei SL [a) ~ a'f. Durch eine oder die Axialsymmetrisie-
rung S2 mit dem Halbierungsstrahl von zla
!
 o a
lf
 als Achse, werde a"
weiter auf af abgebildet. Dann leistet S2S1 das gewiinschte. Wir haben
also :
36. Jede Achse laBt sich durch eine Transformation von % auf jede
andere Achse abbίlden. Jeder Strahl Idβt sich durch eine Transfor-
mation von ® auf jeden anderen Strahl abbilden.
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D e f i n i t i o n . Auf einer beliebig aber festgelegten Achse a
Ί
 fϋh-
ren wir eine Koordinate ξ ein. Unter der ®~Ldnge oder dem <&-Ab-
stancl γ [a, 6) des Segmentes [a, 5) oder der Punkte a und b verstehen
wir f olgendes : Falls a = b , so setze man S (a , δ) ~ 0. Falls a φ b ,
so bilde man a ^ b mittels einer Transformation T von © auf α:0 und
setze
δ ( α , δ) = \ξ (T(a)) - ξ (T(b))\.
Auf Grund von 23. z. B. hangt γ (a, δ) von der Wahl von T nicht
ab, also:
37. Die Punkte a und b und die Punkte a! und bf haben dann
und nur dann dieselbe Abstande, wenn die Segmente (a, 6) und [ar,
b!) kongruent sind.
D e f i n i t i o n . Normalkoordinate nennt man diejenige Koordinate
auf jeder Achse, daβ die Langen der Segmente auf derselben mit den
(S-Langen der Segmente ϋbereinstimmen.
D e f i n i t i o n e n . Die Menge der Punkte, die von einem Punkt
o einen festen %-Abstand, etwa p, haben, heiBt die ®-Sphdre mit dem
Mittelpunkt o und dem Halbmesser p, und wird mit Σ (o φ) oder mit
Σ bezeichnet. Das Segment zwischen o und dem Punkt von Σ heiBt
Radius von Σ.
38. Die ®-Sphdre Σ = Σ (p p) ist eine Pseudosphare.
Beweis. Auf jedem von o ausgehenden Strahle gibt es oίFenbar
einen und nur einen Punkt von Σ. Es ist deshalb nur die Konvergenz-
eigenschaft zu beweisen.
Es seien also {p a
n
 oo) von o ausgehende Strahlen, die gegen einen
Strahl (o a oo) konvergieren, wobei ά
n
 und a die Schnittpunkt der Strah-
len mit Σ bezeicfynen. Nach 35. konvergieren dann die Halbierungs-
stahlen von Λ a o a
n
 gegen (pa oo), somit konvergieren die Axialsymme-
trisierungen A
n
, die (o a
n
 co) und (o a oo) vertauschen, namlich die
Axialsymmetrisierung mit dem Halbierungsstrahlen von z. a o a
n
 als
Achsen, gegen die Axialsymmetrisierung mit der Achse (pa oo). Folg-
lich gilt a
n
 = A
n
 (cή -> A (a) = a , w. z. b. w.
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3$.7) Die Projektion von einem ausserhalb einer Achse a gelegenen
Punkte p auf a sei a , und. sei x eίn von a verschiedener Punkt auf
a . EH isί dann 8 (p , a) - 8 (p , x).
Beweis. Gabe es auβer a noch einen Punkt x auf a mit 8(p, x)
= δ(p, α), so stέinde der Halbierungsstrahl von zίapx senkrecht auf
a, im Widerspruch mit 4.
Gabe es wiederum einen Punkt x auf a mit δ (p, # ) < δ (p, α), so
wίirde ( α ^ ω) die durch a gehende ©-Sphare mit dem Mittelpunkt p
in einem Punkt b schneiden. Dann mίifite 8 (p , 6) = 8 {p , x) sein, was
eben ausgeschlossen war.
D e f i n i t i o n e n . Drei Segmente (α, 6), (6, c), (c , α) bilden
zusammen ein Dreieck A a b c, falls a, 6, c nicht auf einer Achse
liegen. Diese Segmente heifien Seiten, die Punkte a, b, c Ecken.
Wenn a w 6 _L a ^ c, so heiβt Δ α δ c rechίwinkliges Dreieck mit der
Hypotenuse (6 , c).
Mit diesen Definitionen lafit sich 39. wie folgt ausdrϋcken :
40. In jedem rechίtvinkligen Dreίecke ίst die Hypotenuse groβer
als die and even Seiten,
41. In jedem Dreίecke Aabc ίst die Stimme der &-Ldngen zweier
Seiten grosser als die ®-L(inge der dritten Seite; so z. B.
8 (α, 6) + δ (6 , c) > δ (α , c).
Beweis.8) Bei Dreiecke A0a b c sei 2) die Projektion von c auf
α ^ 5 . Falls p £ (a /&), so sind δ (a , c) > δ (α , 2>) und δ (& , c) > δ (p ,
6), woraus δ (a , c) + δ (6 , c) > δ (α , 6) folgt. Falls p £ (a , 6), so ist
(α, 6) schon kleiner als einer von den anderen Seiten.
Daraus folgt:
42. Die Punkte a , b und c mit 8 (a , b) + 8 (b , c) ~ δ (α , c) liegen
auf einer und derselben Achse.
Aus 41. schliefit man wie ίiblich:
43. D i e S t e t i g k e i t d e r ©-Lange. Die ®-Lange 8(x, y) ίst
'<) Die Ausfϋhrungen von 39. und folgenden verdanke ich der Arbeit von Montgomery
and Zippin, a. a. O.
8J Montgomery and Zippin, a. a. O.
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eine stetige Funktion von x und y.
Beweis. Es seien a
n
 -> a , b
n
~-»b . Schlage man fur jedes vorgesch-
riebene positive Zahl s urn a und 6 die Pseudosphέiren Σi = 2
1
 (α £)
und 2*2 ^ ^ (6 €) i so gehδren fur fast alle w a zu 2\ und 6 zu 2\>,
da 2t1 und Σ2 nach 38. offene Mengen sind, und folglich (αΛ, α) < £ und
(&», &) < £ , woraus wegen 41.
|δ (α
n
, &
n
) - δ (α, & ) | < 2 θ
folgt.
D e f i n i t i o n . Eine Transformation Z des Z?w auf sich, die jeden
Punkt x in den zu einem vorgelegten festen Punkt o symmetrischen
Punkt xr ϋberfϋhrt, heiβt Zentralsymmetrisierung mit dem Zentrum
o.
Zunachst gilt:
44. Haben die Segmente (a, af) und (& , bf) einen Punkt o als
Mitte gemeinsam, so gilt (a, 6)^(α ' , &')•
Beweis. Es sei SL die Axialsymmetrisierung, die (o a <χ>) und (o 6 oo)
vertauscht, und S2 die Axialsymmetrisierung, die (o α oo) und (pbr oo)
vertauscht. Dann werden a und 6 durch die Abbildung S2S1 in a' und
6' tibergefϋhrt. Es ist demnach (α, b)^(μr, bf).
45.D) Durch Zentralsymmetrisierung geht jede Achse wίeder in
die Achse, ein Paar aufeinander senkrecht stehende Achsen wieder
in ein solches. Dabei bleibt die %~Lange jedes Segmentes unverdndert.
Beweis. Die Invarianz der ©-Lange folgt aus* 44. Man braucht den
ersten Teil des Satzes nur dann zu beweisen, wenn die Achse a nicbt
durch das Zentrum o der Zentralsymmetrisierung Z geht. Nimmt man
auf a drei Punkte a , 6 , c so, daβ S [a , b) + δ(6 , c) = δ (α , c) gilt,,und
setzt man Z(a)^af, Z.(b) = br, Z(c) = c', so ist nach 44. δ(α', &')
4- 5(6', cθ= i5(α /, c') Wegen 42. liegen also a', br, c! auf einer Achse,
womit der erste Teil des Satzes bewiesen ist. Die Invarianz der Ortho-
gonalitat beweist m#n mit Hilfe des 39., gestϋtzt auf die Invarianz der
@-Lange.
9) Die Einfuhrung der Zentralsymmetrisierung stammt von v. Kerekjάrtό, vgl. von
Kerekj&rtό, a. a. O. S. 176.
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β
10) ξltehen zwei verschiedene Achsen β und 7 in a senkrecht
auf eincr Achse a , so slehί die Achse d'urch a und einen Punkt x , der
auf eincr β und 7 ausserhalh a schneidenden Achse ξ liegt% auch auf
a seniorechl.
Beweis. Es seien b und c die Schnittpunkte von ξ mit β und γ .
Durch die Zentralsymmetrisierung Z mit dem Zentrum a gehen b, c und
x in &', c! und xr auf der Achse ξ' = Z(ξ) iiber, und zwar bestehen δ(6, x)
= δ(6', α;') und δ (#, c) = δ(α;', c ') . Da β±a und γJ_α, so gehen b
und c durch die Axialsymmetrisierung A mit der Achse a auch in 6' und
c
f
 iiber, somit geht # durch A ebenfalls in einen Punkt x" von ξf ίiber.
Da aber δ(&', x/f)^δ(b, x) und δ(xf/, c')^δ(x, c) bestehen, so muss
x
lf
 mit x! zusammenfalien. Demnach steht x ^ xf =•—x ^ a in a senk-
recht auf a.
Hieraus folgt:
47. Die Projektionen der Pύnkte eίner Achse auf eίne andere
sind entweder alle verschieden oder fallen sie alle auf einen Punkt
zusammen.
Ferner:
48. Es seien (a, V) und (α', 60 zwei Segmente, die so beschaffen
sind, class die Projektionen von a und b auf ar^bf mit a! und bf
zusammenfalien. Dann gehort die Projektion xf des Punktes x von
(a, b) auf af ^b! znm Segment {af, br) und die Zuordnung #<->#'
isl eineindeutig und stetig.
% 9. VERGLEICHUNG DER W I N K E L
D e f i n i t i o n . Gehen durch eine Transformation von (S die Strah-
len (oαoc) und (o b oo) in (oα'oo) bzw. (o bf oo) iiber, so heissen die
Winkel zlaob und z^a!obf kongruent oder gleich, in Zeichen
.Z ao b^zl ar o br.
Ersichtlich gilt nach 32 :
49. ziaob — Z-boa
von Kerekjartό, a. a. O. S. 177.
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D e f i n i t i o n . Steht die Schenkel eines Winkels aufeinander senk-
recht, so heisst er der rechte Winkel.
50. Alle rechten Winkel sind einander kongruenί.
Beweis. . Es seien zaob und Zafofbf rechte Winkel. Fϋhrt man
mittels einer Transformation von (S den Winkel za! o!br in einen Winkel
Za" o blf vom Scheitel o uber, so gilt wegen der Invarianz der Orthogo^
nalitat o ^ a" ±o ^ b". Fϋhrt man alsdann durch die Axialsymmetrisie-
rung, welche (o a" oo) und den zu (odoo) entgegengesetzten Strahl
miteinander vertauscht, den Winkel z a" o b" in den Winkel Zanr o b"f
ϋber, so wird dieser schliesslich durch die Axialsymmetrisierung, die
(ob oo) und {ob!Π oo) vertauscht, in Zaob ίibergefϋhrt.
Bequemlichkeitshalber setzen wir von nun an fest, dass die (S-Lan-
gen der Segmente (ΐ>, a) und (o, 6) bei Winkel Zaob gleich 1 genom-
men werden sollen. Auf o ^ a soil dann die Normalkoordinate ξ einge-
fϋhrt werden derart, dass ξ (o) = 0 und ξ (a) = 1 ausfallen. Alsdann
liegt die Projektion p von b auf o ^ a nach 39. zwischen a und dem
Punkte α* mit ξ (α*) = - 1.
D e f i n i t i o n e n . Die Koordinate ξ (c) der Projektion c von b auf
o ^ a moge der cosinus von Zaob heissen und mit cosz.ao,b bezeich-
net werden. Je nachdem cos zaob positiv oder negativ ist, heisst
Z aob spitzer bzw. stumpfer Winkel. Er ist dann und nur dann
gleich Null, wenn der Winkel ein rechter ist.
Es gilt:
 /
51. z a o b ΞΞ z af o! br ^± c o s Z α o 5 = c o s Zaf o! b!.
Beweis. -> ist klar. Um «- zu beweisen, seien p und pf die Pro-
jektionen von 6 und bf auf o ^ a und o1 ^ af. Bildet man den rechten
Winkel Zor pr ar auf den rechten Winkel Zopa ab, was nach 50. aus-
fϋhrbar ist, und seien o11, c11, a11 dabei die Bilder von of, cf, a', so fallt
o
lr
 erstens nach Annahme von (p, P)Ξ=(O', p!) mit o zusammen. Das
Bild alf von af muss zweitens mit a zusammenfalien, denn andernfalls
stande der Halbierungsstrahl des Winkels zaoa" in der Mitte von
[a, a") auf a ^ a" senkrecht, was offenbar ausgeschlossen ist. Damit
ist die Kongruenz von zaob und Za!o'bf bewiesen.
52. Fur jede reelle Zahl t mit — 1 <Lt ^ 1 gibt es mindestens einen
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Winkel Z α o b mit cos zla ob -—t.
Beweis. Es sei c der Punkt von o ^ a mit der Koordinate t, d. h.
ξ (c) — /,, und man errichte in c eine Senkrechte γ auf o ^ a. Da c
innerer Punkt der ©-Sphare Σ mit dem Mittelpunkt o und dem Halb-
messer 1 ist, so schneidet γ die Σ in einem Punkte b . Der Winkel zaob
ist dann offenbar der gesuchte.
53. Ist (ocoo) $βr Halbierungsstrahl des WinkelszLaoby so besteht
cos / α o 6 < cos
 r
Zα 0 c .
Beweis. Falls zaob ein gestreckter Winkel ist, so gilt die zu
beweisende Ungleichung, da offenbar cos ^_α 0 6 = — 1 und cos ^:α 0 c
--= 0. Wir nehmen also an, dass / a 0 b kein gestreckter Winkel sei.
Nach der Verabredung (0, a)==(p , b) geht (oc 00). durch die Mitte d
von (α, 6) und steht senkrecht auf a^b. Es sei (0, c)==(o, α) und
sei g die Projektion von c auf o'^a, so werden die Punkte 0, q, a
durch die Axialsymmetrisierung, welche (0 a 00) und (06 00) vertauscht,
in 0, d, c υbergefϋhrt. Da der Punkt cZ als Projektion des auf dem
Schenkel des Winkels Z.aob gelegenen Punktes a auf dem Halbierungs-
strahl nach Definition zu (ocoo) gehδren muss, und da andererseits
nach 39. δ (a , d) < δ (a , c) =-= δ (0 , c) gilt, so ist d innerer Punkt des
Segmentes (0, c) und deshalb ist q auch innerer Punkt des Segmentes
(0 , a), d. h. 0 < cos^ α 0 c < 1. Hieraus folgt unmittelbar cos ^ α 0 6
< cos ,/a 0 c , wenn cosZα 0 6 < 0 ist. Wenn dagegen cos .zα 0 b s> 0
ausfallt, wenn also p ein Punkt von (0, a) ist, so fallt die Projektion
von d auf 0 ^ a wegen 48. auf dem offenen Segment (p, α), woraus
cosZα 0 6 < coszα 0 c sogleich folgt.
D e f i n i t i o n . Den Winkel Z,aoc beim Satze 53. wollen wir den
halben Winkel von zlaob nennen.
54. Sind zwei Winkel kongruent, so sind auch ihre halben Winkel
kongruent.
B e z e i c h n u n g . Auf jeder Achse mit der Koordinate ξ schreiben
wir a < 6 , wenn ξ (a) < f (b) gilt.
55. Es sei ziaoa
λ
 der halbe Winkel von Z_aob, und im allge-
meinen sei Z α 0 a
n
 der halbe Winkel von Za 0 a
n
^
x
. Dann gilt α?i —• a t
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Beweis. Es ist nur den Fall zu berϋcksichtigen, dass (o a oo)' von
(pb oo) verschieden ist. Bezeichnet p
n
 die Pro jektion von a
n
 auf o ^ a ,
so gilt nach 53. (o , p
Ί
) < (o, p2) < < {o , α), d. h. mit der oben
eingefiίhrten Schreibweise 0 < l P i < p 2 < ••• < α , und folglich konvergie-
ren p
w
 gegen einen Punkt p von. (0, a). Fiίr den Grenzpunkt aQ jedar
konvergenten Teilf olge α
w
 von a
n
 stimmt die Pro jektion von a0 auf 0 ^  a
mit p ίiberein. Wenn nun p =t= α ware, so sei ^ α 0 c der halbe Winkeί
von zlao a0 und q die Pro jektion von c auf 0 ^  α . Es ist dann nach
53. 2 > < # O . Fiir hinreichend grosses m kommt der Punkt a
m
_
x
 in
genίigender Nahe von α 0 , folglich kommt αw in beliebiger Nahe von
c, und die Projektion von a
m
 auf 0 ^  a fallt ebenso in genϋgender Nahe
von c , was mit der Tatsache p
m
<CP <Q im Widerspruch steht. Demnach
muss p = α sein. Nach der uns bekannten Schlussweise erkennen wir
§ 10. BESTIMMUNG DER W I N K E L G R O E S ( S E
Auf der Achse 0 ^  a0 sei die Normalkoordinate ξ so eingefϋhrt,
dass ξ (0) = 0, ξ (α0) = 1 ausfalien, und sei αΓ der Punkt mit ξ (αj == — 1.
Es sei \Zα0 oa1/2, mithin auch ^α 1 / 2 oc6 0 , ein rechter Winkel. Es sei im
aϊlgemeinen (0 a
s
 00) mit s = (r + ί)/2 und δ (0 , α,) = 1 der Halbierungs-
strahl von Z.a
r
 0 at miVr = m/2
ra
 und t = (m + 1)/2W . 2V bezeichne ferner
die Projektion von a
r
 auf 0 ^ > a0.
Es soil diese Bezeichnungen im folgenden bestandig beibehalten
werden.
56. Aus r < s folgt a
r
 > a
s
.
Beweis. Wir nehmen zunachst im allgemeinen an, dass fur drei
Winkel z.a,
r
oa
u
, Z.a
r
oa
s
, z.a
r
oat, wo jeder von den ersten zwei der
halbe Winkel des nachfolgenden ist, die Beziehung 0 ^ 2>t <2>* <ί>«.<2>r
besteht. Dann sieht man, wenn Z.a
s
oa
v
 der halbe Winkel von z_a8o.at
ist, dass pt <Cpυ<Cps gilt. Der Winkel Z.as 0 ar und sein halber Winkel
Z.a>s 0 a
u
 gehen namlich durch die Axialsymmetrisierung A, mit der
Achse o^a
s
 in Z.ά
s
oat und Z.asoaυ. Also liegt die Mitte 6 des Segmentes
(fl
u
, -α
β
) auf (0, a
Ό
). Demnach liegt die Projektion q von 6 auf 0 ^  a
auch auf (0, p8), d. h. q <CPS, und da pv<q<pu besteht, weil g Mitte
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von (α
β
, a
u
) ist, so hat man Vv<Vs Auf der anderen Seite sei qf die
Projektiori der Mitte von (a8, at) auf o ^ a . Dann besteht pt < g ' < p , ,
und da q! < p y , so hat man pt <Pυ Zusammenfassend besteht also die
Beziehung pt <pυ <[ps, wie behauptet.
Wendet man dies auf den Fall an, dass r = 0 , u = 1/8 , £ = 1/4 ,
ί -— l/2 f , so hat man o <C2?3/8 <Pi/4 <Pi/8 > da nach 53. o <CPi/i <CPi/8
gilt. Auf diese Weise beweist man unseren Satz fur den Fall o <:r , s
<;l/2 durch wiederholte Anwendungen der eben bewiesenen Formel.
Die ubrig bleibenden Falle, wo einer oder die beiden von r, s grosser
als 1/2 ausfallen, kann man entweder direkt beweisen oder durch Axial-
symmetrisierung an der Achse o ^ a
u2 auf den ersten Fall zίiruckfuhren.
Aus 56. und 55. hat man:
57. Wenn r — m/2n -> 0 , so a
r
-> ad.
58. Es sei r fur jedes i {i —- 1, 2 , . . . ) eine rationale Zahl von
der Form m/2n und sei rt —> a . Dann Jconvergieren a
ri, α?,o, . . . gegen
eίnen Punkt a .
Beweiβ. Aus a
n
 wahle man eine Teilfolge a
s
. aus, die etwa gegen a
konvergiert. Sind r = m/2n und s =-= (m + 1)/2W, so ist Z.a
r
oa
s
, wie
man leicht sieht, mit zia0oa1/2n kongruent, und folglich gibt es eine
Transformation T von ©, durch welche {pa
r
 oo) und {p a
s
 oo) in (o α3 oo)
und ( o % f oo) ϋbergefϋhrt wird. Dabei geht der Punkt at mit t = p/2Γ
in "den Punkt at mit £ -- (p — m)/2n iiber.
Betrachtet man jetzt die den Punkt o festlassende Transformation
JΓ^  von ®, welche denjenigen von a
r
. und α,t mit der kleineren Marke
in aQ und den anderen in den Punkt at. mit tt ^=\ri — s( \ ίiberfίihrt, so
muss att —> aQ sein, da rt und also auch st Cauchy'sche Folge ist, und
deshalb | rt — st I -> 0 gilt. Hieraus hat man Tt (<x^ )-> a^ und Tt (ah) —• α 0 ,
woraus sich zusammen mit der Konvergenz a
s
. ~> α auf Grund von
Axiom III a
r
. -> α ergibt.
Wir haben demnach:
59. Ordnet man zu jedem t mit 0 < : £ < : l den Punkt a — lim a
r
.
zu9 indem man eine Folge von rationalen Zahlen 1\ mit lim rt =-—t
wdhlty so liefert a = α ( ί ) eί^e eineindeτitίge, stetίge Funktion von t. /si
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ferner p — p(t) die Projektίon von a auf a1 ^ α0, so ist p (t) wieder eίne
eineindeutige, stetige Funktion von t, und genύgt p (0) = a
Ί
, p (1/2)
= o , p (1) = aL.
Wenn man einen Winkel Z.adoa angibt, so wird der Wert t mit
cos zLQ>, o a = die Koordinate von p(ί) u n d m i t — l ^ ί < l eindeutig
bestimmt. Indessen haben wir
60. Jedem Winkel Z_af obf gibt es einen ϊhm kongntenten Winkel
Z.a0o a.
Beweis. Es sei p! die Projektion von b! auf o^ar. Wahlt man
auf o ^ a denjenigen Punkt p, dessen Koordinate der Koordinate von
p ' a u f o ^ α ' gleich ist, und sei ^ α ^ o α d e r (nach 59. existierende)
Winkel derart, dass die Projektion von a auf o ^ α0 mit p zusammen-
fallt. Dann ist nach 51. ^ α . o o s / α Ό J ' .
Infolge des 60. kann man die folgende Definition aufstellen:
D e f i n i t i o n . Der Wert tτr,,wo t die oben angegebene Bedeutung
hat, soil die Grosse des Winkels und des mit demselben kongruenten
Winkels heissen.
Der rechte Winkel bekommt den Wert π/2 und der gestreckte Winkel
den Wert n. Der uneigentliche Winkel mit zusammenfallenden Schen-
keln hat die Grosse 0. Kongruente Winkel und nur solche haben gleiche
Winkelgrossen.
61. Bezeichnet man mit A^ die Axίalsymmetrisierttng mit der
Achse oι**s a0, und mit Am/2
n
 die Axialsymmetrisierung mit der Achse
o ^ a>
m
/ 2n > so ist
Beweis. Einfachheitshalber setze man
und nehme erstens an, es bestehe schon
fur m , m — 1 , . . , , 1 ,0 . Nach 2. ist dann
Topologische Charakterisierung der kongruenten Trans/ormationen 2μl
B
m+i ~ BmBm^ B-J^ {Bλ Λ0T Ao . (B, AQT^ Ao . ((B, AQT Λ)" 1
Qy
n
^{B, AQr Λ . (B, Ao)"1 - {Bi AQy
- (B, A,Yn B
λ
 A, Λ
o
 - {B, AQr+ι A,,
womit der Satz als im allgemeinen gϋltig bewiesen ist.
D e f i n i t i o n e n . Die abgeschlossene Hϋlle der Menge von alien
Achsen o ^ a
r
(r = m/2n) der vorangehenden Betrachtungen nennt man
die %-Ebene (oder das 2-dirnensίonale ®-Lineargebilde) vom Mίttel-
punkt o und f erner jede Achse o ^  a , wo α =-•= lim a
r
 ist, eine Achse
der %-Ebene.
Aus der Berechnung beim Beweis von 61. erkennt man mit Ruck-
si cht auf die Stetigkeit von Axialsymmetrisierung :
62. Jede %-Ebene durch o wird durch die Axialsymmetrisierung,
die eine Achse denselben als Achse besitzt, auf sίch selbst abgebildet.
D e f i n i t i o n e n . Der Jordanbogen a =-= a (ί) des Satzes 59. lasst
sich durch Axialsymmetrisierung mit der Achse o w a zu einer Jordan-
kurve erganzen. Diese Jordankurve h^isst %-Kreis vom Mittelpunkt o ,
und das Segment (o , a), wo a ^= lim α
r ί
 bedeutet, ihr Radius. Zwei
entgegengesetzte Radien machen zusammen einen Durchmesser aus.
63. ZH'e ®-Kreise mit kongruenten Radien sind einander kongru-
ent.
64. Jeder &-Kreis ist symmetrisch sowohl in bezug auf seίnen
Dur>chmesser als auch in bezug auf seinen Mittelpunkt.
65. Sind a und b zwei verschiedene, nicht diametral gegenϊώerlie-
gende Punkte des ®-Kreίses Σι vom Mittelpunkt o, so enth'dlt der
Halbierungsstrahl von Zaob einen Radius des 2\
Beweis. Es seien a
r
 —> a , a
s
 —> b mit der obigen Bedeutung von a
r
,
a
s
. Da der Halbierungsstrahl von Zft
r
 o a
s
 einen Radius von Σi enthalt,
und mit r und s gegen den Halbierungsstrahl von /Laob konvergiert,
so erkennt man daraus die Richtigkeit des Satzes.
Hieraus folgt:
66. Wenn zwei ®-Kreise mit dem gemeinsamen Mittelpunkt zwei
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verschiedene, nίcht diametral geg&nύberliegende Punkte gemeinsam
hάben, SO fallen sie zusammen.
Ferner:
67. Es geht ein und nur ein ($-Kreis vom Mittelpunkt o durch
zwei verschίedene Punkte a und b mit 8 (o, α) •=•-= δ (o, 6) hindurch, es
sei denn, dass o, a, b auf einer und derselben Achse gelegen sίnd.
Beweis. Die Eindeutigkeit folgt aus 66. Die Existenz ist nach 60,
klar.
§ 11. ©-LlNEARGEBILDE,
68. Stehen die Achsen β und γ senkrecht auf a, so steht auch
das zu β symmetrische Bild C(β) in bezug auf γ senkrecht auf a.
Beweis. Seien A, B, C die Axialsymmetrisierungen mit den
Achsen a, β, γ . Nach Annahme gelten dann wegen 2. AB = BA ,
AC — C A, wahrend C (β) die Achse von C B C darstellt. Es ist nun
A(C B C) ^ C A B C ^C B AC ^{C B C) A , woraus C (β)±a folgt.
69. Stehen zwei verschiedene Achsen β und γ in einem Punkte
a einer Achse a senkrecht auf derselben, so auch die Halbierungsachse
von β und γ auf a.
Beweis. Es sei S eine Halbierungsachse von β und 7 und seien A,
D die Axialsymmetrisierungen mit den Achsen a und δ. Es sei ferner
b ein von a verschiedener Punkt auf β und setze D(b)^c, A(c)—cr,
A (6) =^b'. Aus der Annahme der Orthogonalitat von β und 7 auf a
liegen b* und cr auf β bzw. 7, und da 8 durch die Mitten d und d1
von (6, c) und (6', cf) geht, und da (6, c) durch die Abbildung A in (6', &)
ϋber^ geht, somit auch d in pf, so muss 8 = d ^ dr senkrecht auf a sein.
70. Steht eine Achse durch den Mittelpunkt eίnes (B-Kreίses auf
zwei nicht entgegengesetzte Radien desselben senkrecht, so steht sie
auf alien seinen Radien senkrecht.
Es sei Σ1 ein (S-Kreis vom Mittelpunkt 0 durch aL und sei a2 ein
Punkt von Σ1, so dass z.at 0 a2 rechtwinklig wird. Wir bezeichnen mit
0 w Σ1 die Vereinigungsmenge aller Punkte der Achsen, die durch 0 und
die Punkte von Σ1 durchgehen. Wir Haben sie oben ©-Ebene genannt.
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Wenn der vorliegende Raum Em die Euklidische Ebene E* ist, so stimmt
o^Σ
ι
 oίFenbar mit Em ϋberein. Wenn m dagegen > 2 ist, so gibt es
mindestens einen von o ^ Σ1 verschiedenen Punkt, insbesondere einen
solchen x mit (o , x)=z(p , a{). Konstruiert man dann den ©-Kreis vom
Mittelpunkt o durch a
x
 und x und wahlt man auf demselben einen Punkt
#! derart, dass z<t>
v
ox
x
 rechtwinklig wird, konstruiert man dann weiter den
©-Kreis vom Mittelpunkt o durch x
λ
 und a2 und wahlt man auf demselben
einen Punkt α 3 , so dass za2 o aδ rechtwinklig wird, so stehen die drei
Achsen o^ ai9 o^ a2, o ^ a 3 senkrecht auf einander.
Die samlichen Punkte der ©-Kreise vom Mittelpunkt o, die durch
α3 und die Punkte von Σ
Λ
 dorchgehen, bilden ein Gebilde, das der 2-di-
mensionalen Euklidischen Sphare S homoomorph ist. Wir nennen dieses
Gebilde eine 2-dimensionale ©-Sphare und bezeichnen mit Σ2.
Angenommen, die (n — l)-dimensionale (S-Sphare Σn~ι sei schon
konstruiert und seien o ^ al9 o ^ a2, . . . , o ^ an auf einander senkrecht
stehende " Radien" derselben. Falls die Dimension des vorliegenden
Em grosser als n ist, so gibt es einen Punkt x auBerhalb o^ Σn~\ Ge-
nau so wie oben, ( i ) konstruiere man den ©-Kreis vom Mittelpunkt
o durch α, und x und wahle auf demselben einen Punkt x
τ
, so dass
z^αL o xλ rechtwinklig wird, ( i i ) konstruiere man dann den ©-Kreis vom
Mittelpunkt o durch xL und az und wahle auf demselben einen Punkt
x2, so dass z x2 o a2 rechtwinklig wird, usw. Auf diese Weise fort-
fahrend erhalten wir schliesslich einen Punkt a
n+L, so dass o ^ an+ί
auf alien o^ aly o ^ a2, . . . , o ^ an senkrecht steht.
Es sei nun y ein variabler Punkt auf Σn~τ und sei Ky der β-Kreis
mit dem Mittelpunkt o durch a
n+ί und y. Da Z α w + 1 o y rechtwinklig
ist, so haben Ky fur je zwei verschiedene yλ und y2 nur den Punkt an+1
und sein symmetrisches Bild in bezug auf o gemeinsam, ausgenommen
den Fall, wo yL und y, in bezug auf o symmetrisch liegen, in welchem
Falle Ky mit KVtt zusammenfallt. Die Punkte auf Kυ lassen sich demnach
eineindeutig und stetig auf die %-diniensionale Euklidische Sphare Sn
abbilden.
D e f i n i t i o n . Das so erhaltene Gebilde nennen wir n-dimensio-
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nale (3-Sphare und bezeichnen mit Σn.
Die Menge der samtlichen Punkte von o ^ Σn bildet dann eine mit
dem (n + l)-dimensionalen Euklidischen Raum homoomorphe Gebilde.
D e f i n i t i o n . o^Σn~] heisst n-dίmensionales @-Lineargebilde
vom Mittelpunkt o und wird mit Ln bezeichnet.
Zusammienf assend haben wir :
71. Es gίbt in Em mindestens eine n-diwiensianale ®-Sphdre Σn
{n <;m — 1) mit dem gegebenen Punkt o von Em als Mittelpunkt.
o ^ Σ
n
 ist dabei homoomorph mit dem Euklidischen En+λ.
Es ergibt sich f erner :
72. E x i s t e n z d e r O r t h o g o n a l a c h s e n . Durch jeden
Punkt des Em gehen genau m aufeinander senkrecht stehende Achsen.
D e f i n i t i o n . Durch zwei aus einem und demselben Punkt o
gehende, nicht einander entgegengesetzte Strahlen (oder verschiedene
Achsen) p
x
 und p2 lasst sich, wie man nach 67. sieht, ein und nur ein
2-dimensionales ©-Lineargebilde konstruieren, welche wir das von pL
und p2 aufgespannte ©-Lineargebilde nennen wollen. Jeder Strahl (Achse)
dieses ©-Lineargebildes durch o mδge dabei eine lineare Kombination
von Pi und p2 heissen.
73. Sind a und β ziΰei verschiedene, durch den Mittelpunkt des
©-Lineargebildes Ln gehende Achsen, so ist das von a und β aufge-
spannte %-Linear gebilde in Ln enthalten.
Beweis. Es seien o^alf o ^ a2, . . . , o ^ an die aufeinander senk-
recht stehenden Achsen von ZΛ Nehmen wir im Gegensatz zur Behaup-
tung an, dass eine lineare Kombination γ von a und β gabe, die nicht
in Ln enthalten ist, so wϋrden wir, ausgehend von γ, genau so wie bei
der Konstruktion von Σn aus Σn~\, eine auf alien o ^ a
Ύ
,..., o ^ a
n
senkrecht stehende Achse δ erhalten, wahrend dies unmόglich ist, weil
γ auf jede, zu alien o ^ α
n
 . . . , o ^ a
n
 senkrecht stehende Achse selbst
senkrecht stehen musste, und deshalb durch den obigen Prozess zu kei-
ner solchen Achse δ, welche auf alle o ^ a
ίy . . . , o w α n senkrecht
steht, erlangen kδnnte. Damit ist die Richtigkeit des Satzes bewiesen.
Aus diesem Beweis erhellt s ich:
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74. Es seίen o ^ a , , . . , o ^ α
ί ! , . . . , o ^ α m aufeinander senkrecht
sίehende Achsen durch o , racZ Lw dαs durch o ^ aL, . . . , o ^ an gehende
(von diesen aufgespannte) (&-Linear gebilde. Dann sind alle Achsen durch
o , die auf alien o ^ a
n+Λ , . . . , 0 ^ ^ senkrecht stehen, in L
n
 enthalten.
Dieses Ln fallt demnach mit der Vereinigungsmenge der Punkte aller
Achsen, die auf alien o ^ α
w + i , . . . , o ^ am senkrecht stehen, zusammen.
Allgemein gesagt, haben wir :
75. Die Vereinigungsmenge aller Achsen durch o , die auf einer
vorgelegten Menge von Achsen a
λ
, ...,,aι durch o senkrecht stehen,
bilden ein gewίsses ®-Lineargebίlde Ln.
D e f i n i t i o n . Dieses Ln heisst auf a
λ
, . . . , <x
τ
 senkrecht stehen.
Der Satz 74. zusammen mit 46. ergibt:
76. Die Achse durch zwei verschiedene Punkte eίnes n-dimensio-
nalen ©-Lineargebildes liegt -ganz auf demselben.
77. Durch die Axialsymmetrisierung mit einer Achse auf eίnem
%-Lineargebίlde wird dieses auf sich selbst abgebildet.
Bewieis. Sei A die Axialsymmetrisierung mit der Achse a auf dem
©-Lineargilde L, und sei x ein beliebiger, nicht auf a gelegener Punkt
von L. Da die Achse x ^ A (x) wegen 76. zu L gehort, weil x und
der gemeinsame Punkt von x'^A{x) mit a auf L liegt, so gehort auch
A (x) zu L , w. z. b. w.
78. Mittels einer das ^-Lineargebίlde L auf sich selbst abbilden-
den Transformation T von ® lάsst sich jeder Punkt x von L in jeden
Punkt y von L ύberfύhren.
Beweis. Es genϋgt zu zeigen, dass der Mittelpunkt o von L in einen
vorgelegten Punkt x ϋberfϋhrbar ist. Wir nehmen einen Punkt y auss-
erhalb o ^ x und genugend nahe an x, verbinden o und y durch das
Segment (o , y). Ein variabler Punkt z bewege sich entlang (o), y) von
y aus nach o . Auf Grund der Stetigkeit von Projektion gibt es auf
(o, y) eine Stelle, wo die Projektion c auf o ^ x mit der Mitte von (o, x)
ubereinstimmt. Durch die Axialsymmetrisierung mit der Achse b w c
wird dann L auf sich selbst abgebildet und o wird dabei in x ϋberge-
fϋhrt.
79. Ln tvird durch das in demselben gelegene Ln~ι in zwei Gebiete
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zerlegt, welche durch die Axialsymmetrisierung mit der in Ln~ι ent-
haltenen Achse vertauscht werden.
Beweis. Es seien a
γ
, a2, . . . , ccn-i Achsen durch den Punkt o , die
zusammen Ln~ι aufspannen, und sei a
n
 die in Ln gelegene Achse, die
auf alien al9 . . . , an_Ύ senkrecht steht. Ein Punkt x gehort dann und
nur dann zu U1'1, wenn die Projektion von x auf a
n
 mit o zusammen-
fέίllt. Nun wahle man willkiirlich je einen von o verschiedenen Punkt
a und 6 auf jedem der beiden von o ausgehenden Strahlen von a.
Jeder a und 6 verbindende Weg γ schneidet dann L""1, da die Pro-
jektion von variablen Punkt z von 7 auf a
n
 den Punkt 0 passieren
muss, wenn z von a aus entlang γ nach b durchlauft. Ln~x zerlegt also
Ln mindestens in zwei Gebiete. Es sind aber hochstens zwei, denn die
Projektion y von jedem nicht auf Ln-1 gelegeiien Punkt x auf a
n
 lasst
sich entweder mit a oder mit b durch das zu Ln~* fremde Segment
(2/, a) oder (y, b) -verbinden. Da die beiden Strahlen (0 a 00) und
(0600) durch die Axialsymmetrisierung mit der auf Ln~ι gelegenen
Achse durch 0 einander vertauscht werden, so gilt desgleichen f ίir die in
Rede stehenden beiden Gebiete.
80. Die Axialsymmetrisierung mit der Achse auf Ln ist entweder
die Indikatrix erhaltende oder die Indikatrix umkehrende Abbildung
von Ln auf sich selbst, je nachdem n ungerade oder gerade ist.
Beweis. Angenommen, der Satz sei schon fur n — 1 bewiesen, und
zwar sei jede Axialsymmetriβierung bei.L7*"1 Indikatrix erhaltend (umkeh-
rend). Es sei dann S eine Axialsymmetrisierung mit der Achse σ
auf L\ und betrachte man ein Ln~Λ durch σ , so wird das eine von
den beiden durch Ln~ι geteilten Gebieten von Ln durch S auf das andere
abgebildet, wahrend Ln~ι dabei nach Annahme auf sich selbst die Indi-
katrix erhaltend (umkehrend) abgebildet wird. Folglich stellt sich S
heraus als eine die Indikatrix umkehrende (erhaltende) Abbildung von Ln
auf sich selbst. Da S bei Ln oίFenbar die Indikatrix umkehrend ist,
so erkennt man hieraus die Richtigkeit des Satzes.
81. Im Falle des Em fur gerades m ist die Zentfalsymmetrisίe-
rung eine Transformation von @.
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Beweis. Es sei Z eine Zentralsymmetrisierung mit dem Zentrum
o und seien o ^ a
ι
 =-= a
x
, o ^ α2 --= α:2, . . . , o ^ am~ am m paarweise in
o senkrecht stehende Achsen. Bei Z geht jeder Punkt a; ε Em mit den
Projektionen α?« auf α^ (i — 1, . . . , m) infolge der Invarianz der Ortho-
gonalitat bei Zentralsymmetrisierung in den Punkt xf mit den Projek-
tionen xt
r
 auf at, wo a;/ in bezug auf o zu xt symmetrisch ist. Es sei
At die Axialsymmetrisierung mit der Achse α^ und betrachte die Trans-
formation A == A
m
 A
m
_1 ...A2AL. Fiir i Φ / werden nun das in xt und
das in xt
f
 auf α^ senkrecht stehende Lm~1 durch A ; vertauscht, wah-
rend sie beide durch At auf sich selbst abgebildet werden. Folglich
wird x bei geradem m durch A in a?' ϋbergefϋhrt, d. h. Z ist gleich
A , w. z. b. w.
Genau so wie oben erkennen wir, dass die Zentralsymmetrisierung
fiir ungerades m eine die Indikatrix umkehrende Abbildung des Em auf
sich selbst ist, und deshalb wegen 80. gehort zu der Gruppe © nicht.
Indessen haben wir fiir ungerades m :
82. Durch Hinzufugung aller Zeniralsymmetrisierungen mit den
beliebigen Punkten als Zentren zur Gruppe © als Erzeugende ergϊbt
sich eine neue Gruppe ©*, die wieder den Axiomen I bis III genilgt.
Dieser Satz ist eine unmittelbare Folge des folgenden
83. Es seien eine Zentralsymmetrisierung Z und eine Axialsym-
metrisierung S gegeben. Dann ist Z SZ eine Axialsymmetrisierung.
Beweis. Es sei σ die Achse von S. Fiir jeden ausserhalb σ befind-
lichen Punkt x gehen x ^ S (x) und σ durch Z wegen 45. wieder in
die aufeinander senkrecht stehenden Achsen Z (x) ^ ZS (x) und Z (σ ),
wobei Z (σ-) ferner durch die Mitte des Segmentes (Z (x), Z S (x)) geht.
Bezeichnet also Sf die Axialsymmetrisierung mit der Achse Z (σ), so
gilt Sf Z (x) = ZS (x), woraus Z S Z ^ Sr gleich folgt.
Wir sind jetzt in der Lage, folgenden Hauptsatz zu beweisen:
84. H a u p t s a t z . Gegeben seien m aufeinander senkrecht ste-
hende Strahlen p
x
 , p2, . . . , pm und pλ
!
, p2
f
, . . . , pj durch o bzw. o!. Es
gίbt dann eine und nur eine Transformation T von ©, oder von ®*,
die p/, p2
f
, . . . , pj in pA, p2..., pm uberfuhrt.
Beweis. Mittels einer Axialsymmetrisierung SQ gehen /o/, . . . , pj
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in ftCl), . . . , p(^ uber. Einfachheitshalber wollen wir al9 ...am-+ ax
r
,...,
a
m
!
 schreibeίn, wenn die Strahlen aly . . . , am durch eine Transforma-
tion T in aL
f
, . . . , aj ϋbergehen. Wir bezeichnen ferner mit />* den
zu p entgegengesetzten Strahil.
Wir unterscheiden nun zwei Fa lie.
I. m: gerade.
Durch die p
x
l)
 und p* vertauschende Axialsymmetrisierung SL:
5
Durch die p2'^ und p2 vertauschende Axialsymmetrisierung S2:
Ebenso
- > P i , P 2 , Pt
OJ
, . . . , P m ( 3 ) .
*, ft*,
o
-> /°1 , P2 , ft , ft , i°5Γ5; , Pm5) -> - - — " > Z5! , , /°m -
II. m : ungerade.
Genau so wie bei I konnen wir der Reihe nach eine Menge von
Axialsymmetrisierungen finden derart, dass wir schliesslich entweder zu
ft., P2, . - . , Pm, oder zu ft, p2, . . . , pm_ly pm* gelangen, in welch letz-
terem Falle wir folgendermassen fortsetzen: Mittels der passend gewahl-
ten Zentralsymmetrisierung Z haben wir zunachst ft, p2, . . . , pn*
--• i°i*> p2*, . . -, Pm-i Pm y woraus durch Anwendung der Axialsymmetri-
sierungen R
λ
, R2 usw. mit den Achsen plf p2, usw. der Reihe nach
P i * , P 2 * , •••> P m - 1 , P m - > P l * , P 2 , ft, •••> P m - 1 , P m * - *
P i , P 2 , P a * , •', p Z - i , P m - > - —• P i , P 2 , . , Pm -
Damit ist die Uberfuhrbarkeit von ft', /V> .-.., pj in pi, p2, . . . ,
p
m
 in alien Fallen bewiesen..
Es bleibt noch die Eindeutigkeit zu beweisen. Zu dem Zwecke
bemerken wir voraus, dass mit zwei durch einen Punkt gehenden Achsen
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aucir die von diesen aufgespannten 2-dimensionaIe ©-Lineargeilde durch
eine Transformation von © festbleibt. Die Eindeutigkeit folgt hieraus
leicht in Verbindung mit der Entstehungsweise von W.
28. IV, 1948.
(Eingegangen 4. Oktober, 1948)
